Algebra lineal
Matrices

Una matriz A un arreglo rectangular de m x n nimeros dispuestos en m renglones (filas) y n columnas.

%2 M3 - | [ Filal

P2 g3 - Ay, La componente o elemento ij de A, denotado por a;;, es el
31| A3y A3y ..o Ay nimero que aparece en la fila i y la columna j de A=(aij).
E E = : NOTACION: Las matrices se denotaran con letras
a2.0 A4 - A mayusculas A, B, C,...etc.

y
Columna 1

Nota: Los vectores son matrices de un renglén o una columna.

_J15 . 22 3
A= [4 7] €s Una matriz 2x2 C= [4 5] es una matriz 3x2
54 12
[—1 4 8 l
B=|7 55 2 |esunamatriz3x3 _ 0000 .
10 6 65 D= [0 00 0] es la matriz cero de 2x4

Ej1: Encuentre la componente (1,2) y (2,1) de cada una de las cuatro matrices anteriores.

Igualdad de matrices
Dos matrices son iguales si:

1) Son del mismo tamafio.
2) Las componentes correspondientes son iguales.

4 1 5 8—-4 6—-5 10-5
Ej2:.4A=12 -3 0 B=11+1 6—-9 11-11
1 0 9 0+1 3-3 6+3

Suma de matrices
Sean A=(al.j) y B=(bl.j) dos matrices m x n, la suma de A y B es la matriz m x n, A+B, dada por:

A+B=aij + bU
La matriz A+B de tamafio m x n se obtiene al sumar las componentes correspondientes de Ay B.

Nota: La suma de dos matrices se define Unicamente cuando las matrices son del mismo tamario.
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Multiplicacién de una matriz por un escalar

Thy aptby apthy, .
ay,+thy, aj,tby,
ay by a,tby, anthy,

ml
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autb, a,th . ...

a1n+b

aln + bln

a3n + bSn

In

Si A=(al.j) es una matriz m x n 'y si k es un escalar, entonces la matriz m x n, kA, esta dada por:
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kA= (kaij)

k-an k-an k-aB

l«:-a21 k'ﬂu k-aB

k-a31 k-a:ﬂ k-a33

k-am1 l\i.am2 k-am3

. Entonces 24 =

(39

k-al11
k-azn
l{-a311

k-am

Propiedades de la suma y producto por escalar de matrices: Sean A, B y C tres matrices m X n y sean
o Y B dos escalares. Entonces:

1) A+0=A
2) 0A=0
3) A+B=B+A

4) (A+B)+C=A+(B+C)
5) a(A+B)=0A+aB

6) 1A=A
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Producto de matrices
Dos matrices A y B se dicen multiplicables si el nimero de columnas de A coincide con el nimero de filas
de B.

AXB=P
Amxn X anq = meq

El elemento p;; de la matriz producto se obtiene multiplicando cada elemento de la fila i de la
matriz A por cada elemento de la columna j de la matriz B y suméandolos.

a a a a

11 P12 T3 1n by, b, = b, — b Py Py — Py — Py
A1 Ay Ay T Ay, ) 4 Py P - p - p

. . - . by, by, - sz bl[l 21 Faz T . 24

A-B= a. a. a. - a by bgy by by = ° ) ) ) )

“i1 iz i3 “in - - - - - - Py Pp — D - p:

- - - - - H H . H " H 1. ij ig
a & & - =& b, b, = by = b g H
“ml “m2 “m3 “run| Ppi Poz ™ Py ™ Prag

Ej5: Para un caso de matrices 4x4:

[{* f}[u h]:
g h)\e d

ea~+ fo eb+ fd
ga+he gh+hd

1 -2
Ej6: A= |2 4] y B= [12 ‘71]

3 5

3x2 2X2

AB=| @QM+@®W2 @CED+M@) |= [10 26
BGM+G)2 BGED+GI?) 13 32

MM+ =2)2) MED+(=2)(7) [—3 - 15}
Propiedades del producto de matrices

Sean A, B Y C matrices. Siempre que sea posible efectuar los productos indicados, de acuerdo con la
condicidn anterior, se verifica:

1. (AB)C=A(BC)
2. AB+C)=AB+AC
3. AB # BA

Ejr: Consultar al respecto del producto de matrices por bloques.
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Tipos especiales de matrices

Matriz fila: Esté constituida por una sola fila.
Ej7:[2 5 7 9]

Matriz columna: Esta constituida por una sola columna.

Ej8:

S = o ul

Matriz rectangular: Tiene distinto nimero de filas que de columnas, siendo su dimensién mxn.

2 0 26
Ej9: [8 1 7 7
9 3 9 1

Matriz cuadrada: Tiene el mismo nimero de filas que de columnas. La Diagonal principal de
una matriz cuadrada es la diagonal que va desde la esquina superior izquierda hasta la esquina
inferior derecha, esto es, todos los elementos de la forma a;;.

2 10
Ej10: [1 6 4
5 5 1

Matriz nula: Todos los elementos son ceros.

1.0 0
Eji1: [0 0
Matriz triangular superior: todos los elementos ubicados por debajo de la diagonal principal
s0n Ceros.

932]

Ej12: [o 6 4
0 0 4

Matriz triangular inferior: Todos los elementos sobre la diagonal principal son ceros.

92 0 0
Ej13: |8 3 0
1 2 14

Matriz diagonal: Todos los elementos situados por encima y por debajo de la diagonal principal
son Ceros.

Ejl4: [(2) (1’

Matriz escalar: Es una matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal son iguales.

2 00
Ej15:10 2 0
0 0 2
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e Matriz identidad (I): Es una matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal
son iguales a 1.

10 0
Ejz6: 1=|0 1 0
00 1

e Matriz traspuesta: Dada una matriz A, se denomina Matriz Traspuesta de A (A") a la matriz
que se obtiene cambiando ordenadamente las filas por las columnas.

2 30 2 1 3
Eji7: A=1]1 2 0 At=1(3 2 5
3 5 6 0 0 6

e Matriz simétrica: Es una matriz que verifica: A=A,
o 1 3
Ej18: [3 ;

e Matriz antisimétrica: Es una matriz que verifica: A=-A'.

0 3 -4
Ej19: |[-3 0 5
4 -5 0

e Matriz ortogonal: Es una matriz que verifica: AA'=I.
Ej20:
1/3 2/3 2/3
[2/3 -2/3 1/3 l

2/3 1/3 -=2/3
e Matriz idempotente: Es una matriz que verifica: A’=A.
0 0 1
0 0 1

0 01

Ej21:

e Matriz involutiva: Es una matriz que verifica: A%=I.

e [1 -1
Ej22: [, ]
e Matriz nilpotente: Es una matriz que verifica: A=0. Para algin k € N. (k: indice de
nilpotencia).
0 -8 0
Ej23: 0 0 O La matriz Ej23 es nilpontente de orden 2, es decir k=2.
0 5 0

Inversa de una matriz
Sean A y B dos matrices de nxn. Suponga que AB = BA = I, entonces B se llama la inversa de A y se
denota por A?, esto es:

AATL=A"1A=1
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Si A tiene inversa, entonces se dice que A es invertible.

Ej24:
2
A=-1 3
3
es invertible y su inversa es
32 _4 1
31 31 31
-l _7 1
4= 31 31 31
_9 12 10
31 31 31
ya que
3 4 7
2 4 3137 31 0w 1 0 0
-1_1_1 3 13 _7 _11|_ -
AA—13431 31 31010[.
3 1 9 12 10 0 0 1

31 31 31
Una matriz cuadrada que no es invertible se le denomina singular y una matriz invertible se llama no
singular.

Observacion 1. A partir de esta definicion se deduce inmediatamente que (A™1)"% = 4, si A es
invertible.

Observacion 2. No toda matriz cuadrada tiene inversa.

Observacion 3. La inversa de una matriz es Unica.

Matrices Elementales

Operaciones Elementales

Sea A una matriz de mxn, se pueden realizar operaciones elementales con renglones en A
multiplicando A por la izquierda por una matriz adecuada. Las operaciones elementales son:

i.  Multiplicar la fila i por un namero c distinto de cero. f; = cf;.
ii. ~ Sumar un maltiplo del renglon i al renglonj. f; = f; + cf;.
iii.  Intercambiar los renglonesiy j. f; < f;.

Definicion: Una matriz cuadrada E de nxn se denomina una matriz elemental si se puede
obtener a partir de la matriz identidad I, de nxn mediante una sola operacion elemental con
filas.
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Ej25: Obtener tres matrices elementales 3x3 a partir de 5.

[1 0 O] (1 0 O
| 13 =0 1 O f3 il 8f3 0 1 0]
0 0 1l 0 0 8
[1 0 O] 1 0 0
i I3=(0 1 0| f,~>f,—-3fi|-3 1 0]
0 0 1l L0 0 1
[1 0 O] [1 0 O
1] =0 1 0 fz < f3 0 0 1]
0 0 1l 0 1 0

Teorema: Toda matriz elemental es invertible, es decir es posible retornar a la matriz
inicial haciendo otra operacion elemental. En general

Operacion Elemental | Operacién inversa correspondiente
L of 1
o - (G
fi=>fi+ cf fi=fi= cf
fio f fi = fi

Ej26: Célculo de la inversa de una matriz haciendo uso de la matriz | con operaciones
elementales.

Sea A = [Il 3 3]

Sol:// Se pone la matriz A seguida de | (A asi representada se denomina como matriz
aumentada).

13110 A3 |10\ pspmapf-10|23\p>nf10]23

De ahi que

A1 = [2 3]

I |

Astrid Alvarez C.



