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4.1. Sucesiones.

Una sucesién es una funcién, denotada como {a,, }. Tal que:

N — X
n — f(n

e a, es el n-ésimo término de la sucesion o término general.

e Una sucesién también se puede presentar mediante una ley de recurrencia, donde cada términio (excepto el
primero) se expresa en funcién de los términos anteriores.

e Lasucesion se puede presentar mediante una secuencia de términos {a,, a,, as, ..., a, }. Si la sucesion tiene
una cantidad determinada de términos se denominara Sucesion Finita. Si la sucesion tiene una cantidad no
definida de términos, se llamara Sucesion Infinita.

R
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1nin

Ejemplo 1.

Sucesion infinita presentada de forma | Sucesion infinita presentada de forma
explicita _ recursiva
{a"}:{n+1} Z;Zyn_1+2;n22.
Es decir: Es decir:
a, =% a, =1

9 a, =3
273 az =5

3
a, = 2

{a,} ={1,3,5,..}

o =f23.)

Nota: No siempre una sucesion que se escribe de forma explicita puede escribirse también de forma recursiva y
viceversa.
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Ejemplo 2. &

Sucesion finita
Forma explicita

{ar}=14+3(k-1);1<k<4

{ar}i-1 = {1,4,7,10} Forma recursiva

a1=1
ak:ak_1+3;2SkS4'

Sucesion infinita
Forma explicita

{ap} =344k —1)

{ax}i=1 = {3,7,11,15, ...} Forma recursiva

a; =3;
ak=ak_1+4;k22.

Ejemplo 3. &

. n?-10
Siap = ——, calcular a, + aq

_42-10 6
“=371 T
92-10 71

“©T9F1 10

1 6 71 83
De ahi que: a, + a9 = ch=—

Ejemplo 4. &

Una sucesion esta definida recursivamente como sigue: a,, = a,_4 * a,_»; donde a, = 2y a; = 3. Determine a,_
ao = 2

a, = 3

a2=a1'a0=3'2=6

a3=a2'a1=6'3=18
a4:a3'a2:18'6:108

Por tanto, a, = 108.


https://youtu.be/NYrEbcDhDE0
https://youtu.be/bra-jBv4L-4
https://youtu.be/hUGTMBEghd8

4.1.1. Convergencia &

Una sucesion {a,}, es convergente si y solo si lim a, existe. En caso contrario, se dice que la sucesion es

divergente. Esto es:

n—-oo

Sea L € R. El limite de una sucesion {a,} es L si paratodo £ > 0 existe M > 0 tal que |a,, — L| < € para cada

enteron > M.

lim a, =L

n—oo
Y se dice que {a,} converge a L.
Ejemplo 5. & &

-z 1 1 1 1 1_zﬂan

Sea la sucesion {a,} = {1, —2 3T o } 1 .

0.6
(Observe que segun la representacién graficay — ° .
de una manera intuitiva, a medida que aumentan ¢ . .
se puede decir que los términos de la sucesionse i : 3 ‘ ; ¢ 7 5 s
acercan a 0). ¢

Representacion grafica de los términos de la sucesién del

Ejemplo 5.

Note que la sucesion se puede escribir como la siguiente regla de correspondencia de manera expicita:

De ahi que:

Por tanto, {a,} = {1, —%, % -

=

(-)n*1
n

{a,}n=1 cona,

l__ n+1l _
e (-1 =

-1 n+1
lim a, = lim(—)=0
n—oo n—-oo

n

, } es una sucesion convergente y se dice que converge a 0.


https://youtu.be/ZhOSwK8swHM
https://youtu.be/MGB9jf15sZI
https://youtu.be/Bcn9QemMOBQ

Ejemplo 6.

Determinar si {an}={2:T} es convergente o

divergente. o7

il

0 1 2 3 4 5 6 7

Representacion grafica de los términos de la sucesién del
Ejemplo 6.

Para determinar la convergencia de una sucesion, se halla el lim a,,:

n—-oo

n

li =1
n1—r>rolo n nl—r>rolo 2n+1

(Recuerde que dividir entre la variable con la potencia méas alta es un método de solucion para limites
indeterminados de la forma g COmo es este caso).

lim a, = lim

n—oo n—oo

. . . n 1
De ahi que la sucesion {a,,} = {m} es convergente y converge a .

Ejemplo 7.

Determinar  si  {a,} = {nsen (%)} es I
convergente o divergente.

“¥=

0 1 2 3 4 5 6 7

Representacion grafica de los términos de la sucesion del
Ejemplo 7.

Para determinar la convergencia de una sucesion se hallael lim a,:

n—-oo

n—-oo —00

i
lim a,, = lim nsen (—)
n n



Se multiplica y se divide entre (%)

_ _ (E) nsen (E)
lim a, = lim %

n

Haciendo uso del método de sustitucion o cambio de variable:
Seau = %entonces, sin — oo se tiene que u — 0. De ahi que:

. T (n)sen(u)= . sen(u) _ _
Yy an = Jin 2552 = iy 252 (1) =

De ahi que la sucesion {a,} = {nsen (%)} es convergente y converge a 7.

Ejemplo 8. &

Identificando la convergencia y divergencia de sucesiones

4.1.2. Cotas
Definicion:
1. Lasucesion {a,} es una sucesion acotada si existe M € R, tal que |a,| < M, vn € N.
2. C esuna cota superior de una sucesion {a,} si a, < C paratodo nimero natural n. Si una sucesion tiene
una cota superior, diremos que la sucesion esta acotada superiormente.
3. ces una cota inferior de una sucesion {a,} si a, > c para todo numero natural n. Si una sucesion tiene
una cota inferior, diremos que la sucesion esta acotada inferiormente.

Ejemplo 9.

1. {a,}= E} es acotada superior e inferiormente.

(@) {1 111 0}

a = I_J_J_J"'I

" 2°'3°4

kM Cotas superiores:

1 [

. Minima cota superior:

06

" . Cotas inferiores:

02 ¢ @ L] ° ;- . .
Tt e e e e ey Maxima cota inferior:

0 1 2 3 4 ] 6 7 8 9 o 1 12 13 14 15 16r



https://youtu.be/EbSaIJRx8KQ

2. {a,} = {n+ 1} es acotada inferiormente.
{a,} =1{2,3,4,5,..}

2, . .
. Cotas inferiores:
8 L]
. Maxima cota inferior:
] L]
2 L

3. {a,} = {(—=1)™ 1} es acotada superior e inferiormente.
{an} = {1' _1111 _1' }

b, Cotas superiores:

Minima cota superior:

Cotas inferiores:

Maéxima cota inferior:

Teorema: Si a, y b,, son sucesiones convergentes, entonces:
1. lim ka, =k lima,; k€R.

n—-oo n—-oo
2. lim(a, *b,) = lim a, + lim b,
n—-oo n—oco n—-oo

3. lim(a,b,) = lim a, lim b,
n—oo n—oo n—-oo

. an lim a, .
4. lim (—) S N
n-oo \by T}.I—EEIO by n—oo

4.1.3. Monotonia de Sucesiones
Una sucesién {a,,} es monétona si sus términos son no decrecientes, es decir:

aq Saz Sa3 S"'SanSan+1S"';
0 si sus términos son no crecientes, es decir:

aq Zaz 2(13 2"'2an2an+12"'.



a;”l > 1.Y {a,} es decreciente si a,, > a,;4; 0 a;‘“ <1
n n

Es decir {a,} es creciente si a,, < a,;1 0

i _(n)_(12345 6 7 1
Ejemplo 10. Sea la sucesion: {a,} = {2n+1} = {3, SIS TS 2}

Si
n
R
Entonces
n+1 n+1

1= oMy D +1 2n+3

De ahi que:
n+1
Une1  2n¥3 _ (m+1)@n+1) 2n*+3n+1 -
a, " n@2n+3) = 2n2+3n
2n+1
Luego,

n .
{a,} = {m} es creciente.

. ., 1 1111111
Ejemplo 11. Sea la sucesion: {a,} = {;} = {5,5,2,5,3,7,5, }

Entonces
1
De ahi que:

An+1 _n+1

an

— n <1
Tn+1"

SR

Luego,

{a,} = {%} es decreciente.



Tenga en cuenta:

«{a,} creciente = a, es cota inferior de la sucesion.

* {a,} creciente y tiene limite L = L es cota superior de la sucesion.
» {a,,} decreciente = a, es cota superior de la sucesion.

* {a,} decreciente y tiene limite L = L es cota inferior de la sucesion.

Teorema:
Si una sucesion es monétona y convergente, entonces es acotada.

- n 12345 6 7 1
Ejemplo 12. {a,} = {-—} = {3.3,2.5, = = g )
.le po {an} 2n+1 3’5’7’9I11I13J15J p2
2,
L
_____________ ® ) ° e
________ 9 -.|
1 1 !
3 * ! :
1 1 1
1 1 !
1 1 1
1 1 I
1 1 1
1 1 1
! ' | ol
0 1 2 3 4 5 6 7

. , 1 P
{a,} es creciente (monétona) y converge a > Al ser {a, } moné6tona y convergente, entonces es acotada.

;. . 1 - . . 1
En este caso, la minima cota superior es - y la maxima cota inferior es —.

Ejercicios propuestos:

Analizar cada una de las siguientes sucesiones. Determine si son convergentes, mondtonas y/o acotadas. De ser
acotadas determine las respectivas cotas.

L {a}={-n} 9. {an}={1-3}

2. {bn} = {(_3)11_1271} 10. {an} — {n(_;)n—l}
3 den) = {53} 11 {a} =2

4 {a} = (34200 - 1)) 2 o] {*;’n2+1}

5. () ={134(3)" | e

6. {cp,}={(n—- 2)22} 13. {en} = {3;1;1}

7. {by} ={(-D"n?} 14. {cn} = o
L= ()



